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SOLUTII
Problema 1.
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Solutie. a) Din ipotezi rezulti ci | —— | =¢* - £ (x) ,VxeR ,deci — fz( ) =e - [ (x) ,de
/(%) /*(x)
Sy o 1 .
unde rezultd ca —— "~ =¢", VxeR, iar prin integrare avem ——————~=¢" +c,VxeR .
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Din conditia f(O) -1 rezultdi ¢=0 , deci /> (x) =——— , de unde rezultad ca
20187018 2018-¢"
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b) impartim relatia din ipoteza prin e si obtinem e ( f (x)— k-f (x)) =—= 3’ VxeR,
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deci x)e ™ PR , Vx € R, de unde, prin integrare avem
(f( ) ) 213 p g
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f (x)e’]“ = arctgeT +c¢, Vx € R, iar constanta ¢ se determina din conditia f’ (O) = L\/_ , deci
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c=0 . Asadar, f(x)z ,VxeR.
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Problema 2.

Solutie.

n

Din ipoteza avem x-(y-x)w1 cy=x-x""-y""y,Vx,yeG , de unde, prin simplificare la

n—1

: L o : - . .
stanga si la dreapta rezultd ca ( y- x) =x""-y"" | iar prin inmultire la dreapta cu y-x se obtine

(y-x)n =x""-y"-x , deci, tindnd cont ci (y-x)n =y"-x" ,rezulticd y"-x"=x""-y"-x , iar prin
simplificare la dreapta cu x se obtine relatia y"-x""' =x""-y",Vx,yeG (1) .

Pe de alti parte, din ordG=n"—n—1 , avem X" =e , Vxe G ,adica X" =x ,VxeG.
Atunci x-y= X -y"z_" = (x”_' )n -(y")nil = (y" )H -(x"_' )n = y”z_" X = y-x,Vx,yeG ,deunde

rezultd concluzia problemei.



Problema 3.
Solutie. a). Prin reducere la absurd, daci f° (x) #0,Vx eR , atunci din aplicarea teoremei lui Lagrange

pe intervalul [x; x+ f (x)] (sau pe [x+ f (x);x] ,unde x € R este arbitrar fixat), rezulta ca exista
c, e(x; x+f'(x)) (sau ¢ e(x+f'(x);x) astfel incat 0= f(x+f'(x))—f(x)= f'(x)~f'(cx),
contradictie. Deci ecuatia f~ (x) =0 are cel putin o solutie reala.

b). Unexempluarfi f:R—>R,f (x) =—x"+c ,unde ceR este constanti reald arbitrara.

¢). Fie a,hbeR, a<b astfel incat [ (a) =f (b) =0. Demonstram mai Intdi ca f este functie
constanta pe intervalul [a;b] ,adica f (x) =0,Vxe [a;b] 1

Aritam ca , daca f (a) =0, atunci f (x) <0,Vxe [a;-i—oo) , respectiv f (x) >0, Vxe (—oo;a]
Presupunem prin reducere la absurd cd existd x, > a astfel incat f ' (xo) >0 . Datoritd continuitatii
functiei f ", existd un intreg interval (c;d ) C (a;+oo), X, € (c;d ) , interval de lungime maxima, astfel
incat f (x) >0,Vxe (c;d ) . Datoritd maximalitatii intervalului (c;d ) ,avem f (c) =0 si din nou
datorita faptului ca functia g:R - R, g(x) =x+f (x) este continud cu g(c) =c si
g(x) >c,Vxe (c;d) , rezultd existenta unui punct e e (c;d) astfel incat g(x) € (c;d) Vxe (c;e) .
Alegem xe (c;e) si aplicam din nou teorema lui Lagrange functiei f pe intervalul
[x; x+ f (x)] c (c;a’) , rezultd existenta unui punct ¢_€ (x; x+ f (x)) astfel Incat
0= f(x+f'(x))—f(x)= f'(x)~f'(cx), adica f'(x)z 0 ,sau f'(cx): 0 , contradictie cu
f (x) >0,Vxe (c;d) . Analog se demonstreazi ca f (x) >0, Vxe (—oo;a].

Aplicand din nou proprietitile de mai sus pentru be R, f (b) =0, rezultd ca
f (x) >0,Vxe (—oo;b] , respectiv f (x) <0, Vxe [b;+<>o). Deci pe intervalul [a;b] avem simultan
f (x) <0,Vxe [a;b] , respectiv f (x) >0,Vxe [a;b] ,asadar f (x) =0, Vxe [a;b], deci f este
functie constanta pe intervalul [a;b] .

Fie M = {x € R‘ f (x) = O} , multime care conform ipotezei contine cel putin doua elemente
distincte si @ =inf M, B =sup M . Conform (1) rezultd ca multimea M este un interval si
f (x) =k ,Vxe M .Aratam ca f=+c, 0@ =—co . Presupunem prin reducere la absurd ca BeR .
Atunci, din B =sup M, rezulta ca El(xn) cM,x, /" B iar din continuitatea functiei f rezultd
f (xn) - f (ﬁ) , de unde rezulti ca f (ﬁ) =0. Avem doud cazuri:

1). Daca exista y > 3 astfel incat g()/ ) =y+f (7/ ) > B, atunci din aplicarea teoremei lui
Lagrange pe intervalul [j/ + f'()/);}/} obtinem f(j/) =0 ,sau f'(cy) =0 ,unde ¢ € ()/ + f'(y), y) ,
adicd ¢, >, y > , contradictie cu S=sup M.

2). In caz contrar, cand pentru orice x > 8 avem g(x) < g( ﬂ) = , atunci , datorita
continuitdtii functiei g , exista 0 > 3 astfel g(x) € (Oc; B ) ,Vx e ( B;6 ) , dar atunci ar insemna ca
pentru x € (ﬁ;5) , respectiv g(x) € ((x;ﬁ) am avea f(x) = f(g(x)) =k , contradictie cu B=sup M .

Deci B =+oo si analog se demonstreaza ca o =—oo, de unde rezultd cd M =R , adica f este
functie constanta pe R .



